ZADACI  ZA  VANREDNE  -  IV  RAZRED

Teorijska pitanja za usmeni

1. Brojni nizovi, monotonost i ograničenost nizova.

Pojam niza vezan je za pojam brojanja.

Brojeći po redu: 1, 2, 3, 4,...dobijamo niz prirodnih brojeva.
Slično možemo posmatrati i nizove raznih predmeta.
 Kuće numerisane tako da se zna koja je prva, druga, treća,...čine niz.Dani u sedmici čine niz: ponedjeljak je prvi, utorak drugi itd.

Definicija (niza brojeva): Ako svakom prirodnom broju n=1, 2, 3,...

                                           odgovara po nekom zakonu jedan realan

                                           broj an tada brojevi a1, a2, a3,...,an=(an)   

                                           čine niz brojeva.

Brojevi a1, a2, a3,...su članovi niza, a brojevi 1, 2, 3, ... su indeksi članova niza.

an je n-ti član niza koji se obično naziva opći član.

Primjer 1.a) 1, 2, 3, 4, 5 je niz od pet članova

                b) 4, 7, 10, ... ,100 je niz od 33 člana

                c) 1, 3, 5, 7, ... je beskonačan niz

                d) 2, 2, 2, 2, ... je konstantan niz, jer su svi članovi isti

                e) ... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... nije niz jer ne znamo koji je
                                                              broj pridružen broju 1, tj. 

                                                              koji je član prvi.

Nizove možemo zadavati :brojno, grafički i analitički.

Primjer 2. Niz 1, 3, 5, 7, ... je zadan brojno.

Ako svakom članu niza pridružimo tačku na brojnoj pravoj dobićemo grafički prikaz niza:
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Analitički prikaz niza je pomoću formule za opći član:                      an=2n-1(n=1  a1=1, n=2 a2=3...)

Niz je određen ako mu je poznat opći član.
Monotonost nizova
Definicija: Za niz (an) kažemo da je monoton ako za sve članove niza
                   vrijedi jedna od  relacija:

                  an<an+1     (strogo rastući niz)

                   an>an+1    (strogo opadajući niz)

                  an<an+1     (neopadajući niz)

                  an>an+1     (nerastući niz)

Ako je  
[image: image220.wmf]  
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 niz je rastući, a ako je 
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 niz je opadajući.

Postoje nizovi koji nisu monotoni.

Ograničenost   nizova

Definicija:Za niz (an) kažemo da je ograničen ako postoje dva realna
                  broja m i M takva da za  
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Niz može biti ograničen samo odozdo (s lijeve strane) ili samo odozgo (s desne strane).

Definicija: Za niz kažemo da je ograničen odozdo ako postoji 
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Definicija: Za niz kažemo da je ograničen odozgo ako postoji 
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Brojeve m i M ako postoje zovemo donja i gornja granica niza(an).

Najveća donja granica (minoranta) naziva se supremum niza ,a najmanja gornja granica (majoranta) zove se infimum niza.

Primjer 3. Niz 
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2. Aritmetički niz, opći član i osobine aritmetičkog niza.

 Definicija:Aritmetički niz je niz brojeva (an)u kome je razlika svakog 
                  člana i člana ispred njega kontantna i jednaka d tj.:
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Broj d nazivamo razlikom ili diferencijom niza.

Primjer 1.  a) 5, 9, 13, 17, . . .            d=4

                   b) 20, 14, 8, 2, -4, . . .       d=-6

                   c) 5, 5, 5, 5, . . .                 d=0
Ako je d>0 aritmetički niz je rastući, ako je d<0  aritmetički niz je opadajući i ako je d=0 niz je konstantan.
Svaki član aritmetičkog niza (osim prvog i zadnjeg) je aritmetička sredina dva susjedna člana tj.
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Niz je po tome dobio ime.

Zbir svaka dva člana aritmetičkog niza koji su podjednako udaljeni od krajeva niza, jednak je zbiru krajnih članova niza tj.
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Opći član aritmetičkog niza

Neka je 
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 aritmetički niz sa razlikom d.

Na osnovu definicije imamo da je:
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Posljednja formula predstavlja opći član aritmetičkog niza i pomoću nje možemo odrediti bilo koji član niza ako znamo prvi i razliku d.

3. Definicija i osobine geometrijskog niza.

Definicija: Geometrijski niz je niz brojeva (an), nєN u kome je

                  količnik svakog člana i člana ispred njega konstantan 

                  i  jednak q tj.
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Broj  q nazivamo količnikom geometrijskog niza.

Primjer 1. a) 3, 9, 27, 81,  ...    q= 3        b) -32, -16, -8, -4, ....  
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                  c) 18, 6, 2, ...          
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       d) -2, -6, -18, ...            q=3

                  e)  3, 3, 3, 3, ...        q=1          f) 2, -4, 8, -16, ...         q=-2
Iz navedenih primjera zaključujemo da geometrijski niz 

· monotono raste ako je: a1>0 i q>1 ili a1<0 i 0<q<1

· monotono opada ako je: a1<0 i q>1 ili a1> i 0<q<1

· je konstantan ako je q=1

· nije monoton ako je q<0.

       Svaki član geometrijskog niza (osim prvog i zadnjeg) je geometrijska sredina susjednih članova tj.
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Niz je po tome dobio ime.

Proizvod svaka dva člana geometrijskog niza koji su podjednako udaljeni od krajeva niza jednak je proizvodu krajnjih članova  niza tj.
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Opći član geometrijskog niza

Neka je niz 
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Na osnovu definicije je
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Posljednja formula predstavlja opći član geometrijskog niza i pomoću nje možemo odrediti bilo koji član niza ako znamo prvi i količnik q.
4. Granična vrijednost niza, računanje sa graničnim vrijednostima.

Posmatrajmo niz čiji je opći član 
[image: image26.wmf].
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 predstavljen grafički na brojnoj osi:
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Vidimo da se tačke pridružene članovima sve više približavaju  nuli što je n veće, pa kažemo da niz teži nuli ili da je granična vrijednost niza kad 
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Definicija: Broj  a je granična vrijednost niza 
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Relaciju (1) pišemo u obliku an
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To znači da niz 
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 ε-okolini broja a nalaze gotovo svi članovi niza, dok se samo konačno mnogo članova niza nalazi izvan intervala (a-ε, a+ε).

Ako je  
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 kažemo da je niz konvergentan (konvergira),

ako je  
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Dakle niz 
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Nula nizovi su takođe i nizovi čiji je opći član:
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Primjer 1. Dokazati da je 
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                  a) ε=0,1      b) ε=0,01       

Rješenje:

                   
[image: image47.wmf](

)

(

)

99

n

   

          

 

9

n

  

1

n

100

 

 

1

n

10

 

1

n

100

100

1

1

n

1

1

n

10

 

10

1

1

n

1

100

1

1

n

1

-

10

1

1

1

100

1

1

n

1

-

n

-

n

10

1

1

1

100

1

1

n

n

10

1

1

n

    

          

          

      

       

          

          

      

 /

     

          

  /

      

       

          

          

      

    

          

          

      

1

  

          

          

1

      

a

  

b)

        

          

  

)

>

>

+

<

+

<

+

+

+

+

+

+

-

+

+

-

-

+

+

<

<

<

<

<

<

<

-

<

-

<

-

<

-

n

n

n

n

n

n

n

a

a

a

a

e

e

          

Da bismo izračunavali granične vrijednosti nizova ubuduće ćemo koristiti nula nizove i teoremu koja je dokazana na osnovu definicije granične vrijednosti.
          Teorema: Ako su nizovi (an) i (bn) konvergentni i ako je
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 Dakle, ako su konvergentni nizovi (an) i   (bn) tada su konvergentni  

           i   nizovi:
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          Teorema: Svaki monoton i ograničen niz je konvergentan.

          Teoremu je lako dokazati na osnovu definicija monotonosti i 

          ograničenosti  nizova.
5. Pojam reda, beskonačni decimalni brojevi kao konvergentni redovi.

Definicija: Neka je dat beskonačan niz brojeva  a1, a2, a3, . . . ,an, . . .

                  Ako saberemo članove ovog niza onda dobijamo

                  beskonačan red koji pišemo u obliku

                  
[image: image51.wmf].
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Brojeve  a1, a2, a3, . . . , an, . . .  nazivamo članovima reda, an  je opći član, a n je indeks člana.

Postavlja  se pitanje, može li se takvom redu pripisati neki broj koji će označavati vrijednost „sume“.

Suma konačno mnogo njegovih članova je takođe konačna.
Djelimične (parcijalne) sume reda su:

        S1=a1
        S2=a1+a2
        S3=a1+a2+a3
        ........................

        Sn=a1+a2+a3+. . .+an

S1, S2, S3, . . . ,Sn, . . . =(Sn) čini niz parcijalnih (djelimičnih) suma.

Pri promjeni n mijenja se i Sn.

Ako potražimo graničnu vrijednost (limes) parcijalnih suma tj.  
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  1. 
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       određen broj, onda zadani red konvergira i suma mu je S.

  2. 
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  3. Članovi niza parcijalnih suma osciliraju između dvije vrijednosti, 

      pa kažemo da zadani red divergira u širem smislu.

Primjer 1. Naći sumu:   
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Parcijalne sume datog reda su:
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Primjer 2. Naći graničnu vrijednost parcijalnih suma reda:

                 1+2+3+4+ . . . 

                 Sn=1+2+3+. . .+n   

     (Sn )= 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . .niz parcijalnih suma je rastući niz
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      Dakle, red divergira u užem smislu.
Primjer 3. Izračunati:  1-1+1-1+1-1+- . . . 

      S1=1, S2=0, S3=1, S4=0, . . .

     Niz parcijalnih suma reda je:1, 0, 1, 0, 1, 0, . . tj. članovi niza 

     osciliraju između 0 i 1 pa zaključujemo da zadani red divergira 

     u širem smislu. 

Beskonačan geometrijski red

Definicija: Redovi oblika
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                  zovu se geometrijski redovi, a1 j prvi član reda, q je 

                  količnik reda.

Pošto sumu prvih n članova računamo po formuli   
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 sumu svih članova dobićemo ako pustimo da n→∞ tj.
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Kako za  │q│<1    qn→0    dobijamo da je 
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 Dakle za |q|<1 beskonačan geometrijski red je konvergentan i ima konačnu sumu 
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Primjer 1. Naći sumu reda:
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                 Red je geometrijski sa količnikom  
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Primjer 2. Naći sumu reda 
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Primjena geometrijskog reda na periodične decimalne brojeve 
Znamo od ranije da se svaki decimalni broj koji ima beskonačno mnogo decimala od kojih se neke periodično ponavljaju može napisati u obliku razlomka.

Pošto svaki decimalni broj možemo napisati u obliku zbira razlomaka nije teško uočiti da neki od njih čine geometrijski red kod koga je q<1, pa to možemo iskoristiti da ga napišemo u obliku razlomka.

Primjer 1. Napiši u obliku razlomka: 0,555555...
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Primjer 2. Napiši u obliku razlomka: 0.37565656...  
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6. Područje definisanosti i područje vrijednosti funkcije.

Neka su X i Y neprazni skupovi.
Definicija: Ako svakom elementu xє X odgovara na neki način, po 

                   nekom zakonu  f,  jedan element yєY kažemo da  je  
                   zadana funkcija koja skup X preslikava u skup Y.
                   To pišemo   f :  X→Y, a zakon je   y=f(x).
 x - argument (nezavisno promjenljiva)

 y - funkcija (zavisno promjenljiva)

 X - domen (područje definisanosti)

Y - kodomen (područje vrijednosti f-je)
Funkcije možemo predstavljati:

· analitički (formulom,zakonom pridruživanja)

· tabelarno i

· grafički.

Domen ili definiciono područje funkcije je skup svih realnih vrijednosti x za koje je funkcija određena, tj. za koje y ima konačnu, realnu vrijednost.

     Kodomen  funkcije je skup vrijednosti funkcije y koje odgovaraju 

     argumentima  x iz domena.

Kod određivanja definicionog područja funkcija moramo voditi računa o sljedećim činjenicama:

a) u  matematici nije definisano (nema smisla ) dijeljenje nulom
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b) korijen sa parnim eksponentom negativnog broja nije definisan
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c) logaritam negativnog broja i nule ne postoji u skupu R.
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7. Osobine funkcija: ograničenost, parnost, monotonost... 
Nule funkcije

Svaki realan broj x0 za koji je vrijednost funkcije jednaka nuli tj.

y=f(x0)=0, zove se nula funkcije.

U geometrijskom smislu nula funkcije je tačka na osi x u kojoj grafik funkcije siječe osu x. Nule funkcije izračunavamo iz uslova y=0.

Ograničenost funkcija

Funkcija y=f(x) je ograničena u svom području definisanosti ako postoje dva realna broja a i b tako da je 
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Ako brojevi a i b ne postoje za funkciju kažemo da je neograničena.

Parnost (neparnost) funkcija

Funkcija y=f(x) je parna ako vrijedi:
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a neparna ako je:
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Grafik parne funkcije je simetričan u odnosu na osu y, a grafik neparne funkcije simetričan je u odnosu na koordinatni početak.

Monotonost funkcije (tok funkcije)

Funkcija y=f(x) je monotono rastuća na intervalu (a,b) ako za svako 

x1<x2 iz tog intervala vrijedi f(x1)<f(x2), a monotono opadajuća ako za x1<x2 vrijedi f(x1)>f(x2).

Periodičnost funkcija

Funkcija y=f(x) je periodična ako postoji pozitivan broj p takav da je

   f(x+p)=f(x), za svako x iz definicionog područja.

Broj p zove se period funkcije. Najmanji broj p je osnovni period.

Grafik periodičnih funkcija se ponavlja poslije svakog intervala dužine p. Trigonometrijske funkcije su periodične.

8. Granična vrijednost funkcije, asimptote funkcije.

Neka je funkcija y=f(x) definisana u okolini tačke x= a pri čemu u samoj tački a može, ali ne mora biti definisana.

Definicija: Za funkciju y=f(x) kažemo da ima graničnu vrijednost

                 (limes) G u tački a ako za svaki niz (xn), xєDp koji teži ka 

                  a, niz vrijednosti funkcije (yn), yn=f(xn) teži ka G i pišemo
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Definicija: Broj G nazivamo graničnom

                 vrijednošću (limesom) funkcije

                 y=f(x) u tački a ako je razlika |f(x)-G|

                 proizvoljno mala za sve vrijednosti x 

                 koje su dovoljno blizu tačke a, tj.

                 |f(x)-G|<ε   uz uslov |x-a|<δ  i pišemo

                  
[image: image79.wmf](

)

G

x

f

a

x

=

®

lim


Kad tražimo graničnu vrijednost funkcije u tački u kojoj je funkcija definisana koristimo pravilo direktne zamjene
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Kad funkcija nije definisana u tački x=a onda tražimo lijevu graničnu vrijednost 
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   i desnu graničnu vrijednost  
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Funkcija y=f(x) ima graničnu vrijednost u tački a
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Dp, ako postoje lijevi i desni limes i ako su oni jednaki.

Ako je  
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 kažemo da granična vrijednost funkcije  y=f(x) u tački x=a ne postoji.

          Definicija: Asimptota neke krive je njena tangenta u tački koja se 
                             nalazi beskonačno daleko od koordinatnog početka
        Geometrijsko značenje: Asimptota funkcije je prava kojoj se grafik 
                                                  funkcije približava u beskonačnosti 
                                          (beskonačno daleko od  koordinatnog početka).

    Asimptote mogu biti:
- vertikalne (|| osi y)    
- horizontalne (|| osi x)  i    
- kose (sijeku obje ose)  .
Ako je 
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Ako je 
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bєR,  prava y=b je  horizontalna asimptota f-je 
Ako postoje konačni realni brojevi k i n takvi da je :
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onda je prava y= kx+n kosa asimptota funkcije y=f(x).
Da bismo našli asimptote funkcije y=f(x) moramo ispitati funkciju na krajevima intervala njenog  definicionog područja.

9. Priraštaj funkcije, srednji uspon i izvod funkcije u tački.

Neka je funkcija neprekidna u nekom intervalu (a,b). Ako se vrijednost argumenta x poveća za Δx, onda je priraštaj funkcije Δy dat formulom:

                   Δy=f(x+ Δx)-f(x).

Količnik priraštaja funkcije i priraštaja argumenta
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zove se srednji uspon funkcije ili srednja brzina mijenjanja funkcije u intervalu
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Srednji uspon  geometrijski predstavlja tangens ugla koji s pozitivnim smjerom apscisne ose gradi sječica s.
Izvod ili derivacija funkcije  u nekoj tački x je granična vrijednost srednjeg uspona funkcije kad priraštaj argumenta teži nuli tj.
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gdje je tgα koeficijent pravca tangente grafika u tački x. 
10.  Pravila diferenciranja.

Za funkciju y=f(x) koja ima izvod u tački x kažemo da je diferencijabilna u toj tački.
Izračunavanje izvoda funkcije zovemo diferenciranje ili deriviranje.

Traženje izvoda funkcije po definiciji je često dug i složen posao. Zato su na temelju traženja izvoda po definiciji izvedena pravila 
pomoću kojih se izvod lakše određuje:
	redni broj
	funkcija
	izvod funkcije

	1.
	y=c·f(x),  c=const
	y´=c·f´(x)

	2.
	y=f(x)+g(x)
	y´=f´(x)+g´(x),     izvod zbira

	3.
	y=f(x)-g(x)
	y´=f´(x)-g´(x),    izvod razlike

	4.
	y=f(x)·g(x)
	y´= f´(x)· g(x)+ f(x)+·g´(x),  

                      izvod proizvoda 

	5. 
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                       izvod količnika


11. Izvodi osnovnih elementarnih funkcija.

Na osnovu definicije određeni su izvodi elementarnih funkcija i to su tablični izvodi:
	redni broj
	funkcija
	prvi izvod funkcije

	1.
	y=c,   c=const
	y´=0

	2.
	y=x
	y´=1

	3.
	y=kx+n
	y´=k

	4.
	y=xn
	y´=nxn-1,    (nєR)

	5.
	y=
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	6.
	y=sinx
	y´=cosx

	7.
	y=cosx
	y´=-sinx

	8.
	y=tgx
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	9.
	y=ctgx
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	10.
	y=arc sinx
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	11.
	y=arc cosx
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	12.
	y=arc tgx
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	13.
	y=arc ctgx
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	14.
	y=ax
	y´= ax lna

	15.
	y=ex
	y´= ex

	16.
	y=logax
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	17.
	y=lnx
	
[image: image104.wmf]x

1

´

y

=




12. Ispitivanje toka funkcija (monotonost funkcije).

Neka  je  funkcija y=f(x) diferencijabilna na intervalu [a,b].

Ako funkcija raste na intervalu [a,b] tangenta u svakoj tački grafika gradi oštar ugao α pa je tgα>0, odnosno y'>0 za svako xє[a,b].

[image: image105.wmf]
Ako funkcija opada na intervalu [a,b], ugao α je tupi pa je tgα<0, odnosno y'<0 za svako xє[a,b].
[image: image106.wmf]
Vrijedi i obrnuto: Ako je za svako xє[a,b]  y'>0 , funkcija je rastuća na intervalu [a,b], a ako je za svako xє[a,b] y'<0 funkcija je opadajuća na intervalu [a,b].

Dakle da bismo odredili tok funkcije (intervale monotonosti) moramo prvo odrediti definiciono područje funkcije, zatim prvi izvod funkcije i tačke u kojima je prvi izvod jednak nuli.

Tačke u kojima je prvi izvod jednak nuli dijele definiciono područje na intervale pa treba odrediti znak prvog izvoda u svakom od tih intervala. U onim intervalima u kojima je y'>0 funkcija raste, a tamo gdje je y'<0 funkcija opada.
13. Stacionarne tačke funkcije.

Tačke u kojima je prvi izvod funkcije y=f(x) jednak nuli zovemo 

stacionarne tačke funkcije.

Iz uslova y´=0 slijedi da je tg α=0, odnosno α=0. To znači da u stacionarnim tačkama grafik funkcije ima tangentu paralelnu osi x.

Postoje tri vrste stacionarnih tačaka. To su:

· maksimum

· minimum i 

· prevojna tačka.

Maksimum i minimum zovemo ekstremne vrijednosti , zato što se 

razlikuju  od ostalih vrijednosti funkcije na posmatranom intervalu.
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Prirodu stacionarne tačke možemo odrediti na osnovu znaka prvog

izvoda y´, tj. toka funkcije u u okolini tačke, a takođe i na osnovu   vrijednosti drugog izvoda y´´ u toj tački, što pokazuje tabela:
	x
	x0-ε
	x0
	x0+ε
	
	

	y´
	+
	0
	-
	y´´( x0)<0
	y( x0)=ymax

	y´
	-
	0
	+
	y´´( x0)>0
	y( x0)=ymin

	y´ 
	+
	0
	+
	y´´( x0)=0
	f-ja u tački x0 ima prevoj

	y´
	-
	0
	-
	y´´( x0)=0
	f-ja u tački x0 ima prevoj


Primjer 1. Odredi stacionarne tačke i intervale monotonosti funkcije 

                 y=x3-3x2+5.
Rješenje: Ponovo ćemo tražiti definiciono područje, prvi izvod  i nule 

                prvog izvoda, a zatim na osnovu znaka prvog izvoda    

                tabelarno riješiti zadatak.                                                                                                  

                 def. pod 
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14. Crtanje grafika funkcija.

            Da bi nacrtali grafik funkcije prvo ispitamo njena svojstva (osobine).

            Postupak ispitivanja funkcije:

1. Definiciono područje (domen,oblast definisanosti).U ovoj fazi ispitivanja moramo voditi računa o tome da u matematici ( u skupu R ) nije definisano dijeljenje nulom, da parni korijen negativnog broja nije realan broj i da logaritam nule i negativnog broja ne postoji.
2. Nule i znak funkcije kao i presjek grafika sa osom y.Nule funkcije su tačke u kojima grafik funkcije siječe osu x, a funkcija mijenja znak.
3. Parnost (neparnost) i periodičnost su takođe svojstva nekih funkcija.Grafici parnih funkcija su simetrični u odnosu na osu y , a grafici neparnih funkcija su simetrični u odnosu na koordinatni početak.
4. Tok funkcije i stacionarne tačke određuju se na osnovu prvog izvoda. Ako je za x
[image: image109.wmf]Î

(a,b) y'>0 funkcija na tom intervalu raste,funkcija opada na intervalima na kojima je y'<0, a tamo gdje je y'=0 funkcija ima stacionarnu tačku (maksimum,minimum ili prevojnu tačku) .
5. Asimptote funkcije su prave kojima se grafik funkcije približava u beskonačnosti, a određujemo ih ispitujući ponašanje funkcije na krajevima intervala njenog definicionog područja (tamo gdje ona nije definisana).

     Ako je  
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 EMBED Equation.3  [image: image111.wmf]tada je y=b horizontalna asimptota funkcije.

     Ako je   
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    tada je x=a vertikalna asimptota funkcije.

 Da bi prava  y=kx+n bila kosa asimptota funkcije moraju postojati                realni brojevi k i n takvi da je:  
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6. Konveksnost i konkavnost funkcije određujemo na osnovu drugog izvoda.

Ako je y''>0 za x
[image: image115.wmf]Î

(a,b) onda je funkcija konkavna u tom intervalu, ako      je y''<0 onda je funkcija konveksna.Tačke u kojima funkcija mijenja konveksnost zovu se prevojne tačke i u njima je y''=0.
7. Grafik funkcije crtamo na osnovu navedenih osobina. 
     Sa grafika se najbolje vidi kako se mijenja funkcija u zavisnosti od   

     argumenta (dok x uzima po veličini sve vrijednosti iz definicionog 
      područja).                   
Zadaci za pismeni

1. Izračunati sumu prvih 12 članova niza:

a)   4, 7, 10, 13, . . .            b)   d=4, a1=9.
Rješenje:  Sumu prvih n članova aritmetičkog niza računamo
                  po formuli  
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2. Kako glasi aritmetički niz kod koga je: a3+a8=31  i  a6+a7=37 ?                                   
Rješenje: Kako su uslovi dvije jednačine sa četiri nepoznate

                 koristićemo opći član aritmetičkog niza an=a1+(n-1)d,  da 
                 dobijemo sistem od dvije jednačine sa dvije nepoznate.
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3. Koliko članova niza 10, 15, 20, 25, ...treba sabrati da bi se dobio    

    zbir 2475?
Rješenje: Kako je niz zadan brojno vidimo da je prvi član 10 i da je 

                 razlika konstantna i jednaka 5 što znači da se radi o 

                 aritmetičkom nizu kod koga je suma prvih n članova 

                 jednaka 
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Uslov iz koga treba odrediti nepoznatu n je Sn=2475, odnosno
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4. Koliko članova niza 32, 28, 24, 20,...daje zbir nula?

Rješenje: Opet se radi o aritmetičkom nizu kod koga je prvi član 32, 

                a razlika d=-4. Uslov je Sn=0
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                  Proizvod će biti jednak nuli kad je jedan od faktora nula.

                  Prvo rješenje n=0
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, a drugo dobijamo iz jednačine 

                  68-4n=0 
[image: image123.wmf]Þ

 n=17.

                  Dakle suma prvih 17 članova datog niza jednaka je nuli.

5. Izračunati sumu prvih 10 članova niza 3, 6, 12, 24, ...  .

Rješenje: Prvi član niza je 3, a kako je količnik konstantan i jednak 2,

                 radi se o geometrijskom nizu, čiju sumu prvih n članova 

                 računamo po formuli 
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6. Naći sumu prvih 12 članova niza: 
[image: image126.wmf],.....
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Rješenje: Opet imamo geometrijski niz kod koga je prvi član 
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                 količnik takođe 
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7. Kako glasi geometrijski niz kod koga je: a3+a4=18 i a5+a6=1620? 
Rješenje: Kako su uslovi dvije jednačine sa četiri nepoznate

                 koristićemo opći član geometrijskog niza an=a1·qn-1,  da 

                 dobijemo sistem od dvije jednačine sa dvije nepoznate.

                 a3+a4=180 

                 a5+a6=1620  
                 a1q2+a1q3=180

                 a1q4+a1q5=1620   
                 a1q2(1+q)=180     
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                 a1q4(1+q)=1620   
                 Uvrštavanjem smjene u drugu jednačinu, dobijamo       jednačinu sa jednom nepoznatom q
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  q2=9  
[image: image134.wmf]Þ

q1=-3,  q2=3

a) q=-3 
[image: image135.wmf]Þ

  a1=-10 pa niz glasi: -10, 30, -90, 270, . . . 
b) q=3  
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  a1=5 pa dobijamo niz: 5, 15, 45, 135, . . . 
    8. Beskonačan periodičan decimalni  broj 0,21737373....
        napisati u obliku razlomka.
    Rješenje: Dati decimalni broj možemo napisati kao zbir razlomaka
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9. Odredi definiciono područje funkcije:   
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Rješenje: Kako u matematici nije definisano dijeljenje nulom 

                 nazivnik racionalne funkcije mora biti različit od nule. 
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10. Naći jednačine asimptota funkcije:  
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x

6

x

x

y

2

2

-

-

-

=


Rješenje: Asimptote funkcije tražimo na krajevima intervala def.  pod.

               
[image: image141.wmf]4

2

x

6

x

2

x

y

-

-

-

=

, d.p. x2-4≠0, x≠±2, 
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što znači  da x=-2 nije V.A. date funkcije
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11.Odredi intervale monotonosti funkcije: 
[image: image149.wmf].
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Rješenje:  U onim intervalima u kojima je y'>0 funkcija raste, a tamo 
                 gdje je y'<0 funkcija opada.

                  def. pod  x-2≠0,   
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              Funkcija raste za 
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12. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije:   
[image: image155.wmf]2
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Rješenje: Ekstremne vrijednosti funkcije su maksimum i minimum.

                 Određujemo ih iz uslova y´=0, na osnovu ponašanja funkcije, 
                 a možemo ih odrediti i na osnovu znaka drugog izvoda -y˝ u 

                 stacionarnim tačkama.
                  d. p. 
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Ispitivanje toka i crtanje grafika funkcija

Zadatak 1. Ispitaj tok i nacrtaj grafik funkcije 
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a) Def. pod. x-4≠0, x≠4,  
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b) Nule i znak funkcije
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c)Parnost

Funkcija nije ni parna ni neparna

d)Asimptote funkcije tražimo na krajevima intervala def.  pod.
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y=-x-1  je kosa asimptota funkcije

e) Tok funkcije i stacionarne tačke
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f) Grafik funkcije
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Zadatak 2. Ispitaj tok i nacrtaj grafik funkcije 
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a) Def. pod. x-2≠0, x≠2  
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b) Nule i znak funkcije
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c) Parnost

Funkcija nije ni parna ni neparna

d)Asimptote funkcije tražimo na krajevima intervala def.  pod.
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y=x-3  je kosa asimptota funkcije

e) Tok funkcije i stacionarne tačke
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f) Grafik funkcije
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Zadatak 3. Ispitaj tok i nacrtaj grafik funkcije 
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a) Def. pod. x2-1≠0, x≠±1 
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b) Nule i znak funkcije
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c) Parnost

f(-x)=-f(x)   funkcija je neparna

d)Asimptote funkcije tražimo na krajevima intervala def.  pod.
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y=x  je kosa asimptota funkcije 

e) Tok funkcije i stacionarne tačke
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f) Grafik funkcije
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